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Fraktal  (
ac. fractus – z
amany, cz� stkowy) w znaczeniu 
potocznym oznacza zwykle obiekt samo-podobny (tzn. taki, 
którego cz�� ci s�  podobne do ca
o� ci) albo "niesko� czenie 
subtelny" (ukazuj� cy subtelne detale nawet w wielokrotnym 
powi� kszeniu). Ze wzgl� du na olbrzymi�  ró� norodno��  
przyk
adów matematycy obecnie unikaj�  podawania � cis
ej 
definicji.  http://pl.wikipedia.org/wiki/Fraktal 

������������	
�	����

���
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Nie� wiadome odkrycie fraktali wi�� e si�  z badaniem d
ugo� ci brzegu wyspy Wielkiej Brytanii. 
Pierwsza próba obliczenia d
ugo� ci da
a wynik mniejszy, od ponownej próby, w której 
zastosowano dok
adniejsz�  map� . Trzecia próba, podczas której pos
u� ono si�  ju�  
kilkucz�� ciow�  map� , da
a jeszcze wi� kszy wynik. Okaza
o si� , � e brzeg wyspy jest 
niesko� czenie bogaty w szczegó
y, a jego d
ugo��  jest niesko� czona. Mimo tego ogranicza
 
sko� czony obszar l� du  http://www.tkk.net.pl  

  www.matprojekt.lorogozno.pl 

 

„Ile wynosi d
ugo��  brzegu Wielkiej Brytanii? To zale�y – od tego, jak dok
adnie si�  j�  mierzy.”  
Ian Stewart 

�
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Zbiór Cantora  powstaje poprzez podzielenie odcinka na 3 równe cz�� ci i wyrzucenie � rodkowego 
odcinka. Krok powtarzamy z wszystkimi nowo powsta
ymi odcinkami. Zbiór ten jest niesko� czony. 

 
 
 
 

 ��������	����������	����������	����������	��
 



W drugiej po
owie XIX wieku Georg Cantor bada
 zbiory i utworzy
 podstawy dzia
u topologii 
zwanego topologi�  mnogo� ciow� . Opisa
 przy ty specyficzny zbiór, znany obecnie wszystkim 
matematykom jako zbiór Cantora. By
 to najwcze� niej znany obiekt frakalny. 

Krzysztof Ciesielski, Zdzis
aw Pogoda, Bezmiar matematycznej wyobra� ni, Wiedza Powszechna, Warszawa 1995 
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Krok pierwszy 
Najpierw rysujemy kwadrat, który dzielimy na dziewi��  równych cz�� ci i usuwamy � rodkowy 
kwadrat.  

 

Krok drugi  
Ka� dy z pozosta
ych o�miu mniejszych kwadratów dzielimy znowu na dziewi��  równych cz�� ci  
i usuwamy � rodkowe kwadraciki.  

 

Kolejne kroki  
W kolejnych krokach post� pujemy podobnie jak poprzednio. Rysunek poni� ej pokazuje dywan  
po 5 krokach konstrukcji.  

 

�

 ����
������
������
������
��
 



Ile b� dzie mia
 bia
ych kwadratów po n krokach konstrukcji? 

�
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Krok pierwszy 
Najpierw rysujemy trójk� t równoboczny o d
ugo� ci boku np. 1. � rodki boków trójk� ta 
� czymy 

odcinkami. Otrzymali� my cztery trójk� ty równoboczne, ka� dy o d
ugo�ci boku 
2
1

 . Usuwamy 

� rodkowy trójk� t.  

 

Krok drugi  
Ka� dy z pozosta
ych trzech mniejszych trójk� tów dzielimy znowu na cztery równe trójk� ty. Ich 
wierzcho
kami s�  � rodki boków trójk� tów otrzymanych w pierwszym kroku. Usuwamy � rodkowe 
trójk� ty.  

 

Kolejne kroki  
Rysunek poni� ej pokazuje trójk� t po 5 krokach konstrukcji.  

 

 ����
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��
 



Ile b� dzie mia
 bia
ych trójk� tów n krokach konstrukcji? 
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Zaczynamy od linii prostej. Dzielimy j�  na 3 cz�� ci i usuwamy � rodkow� . W jej miejsce wstawiamy 
trójk� t równoboczny o boku takim jak usuni� ta cz��� . Tak samo post� pujemy z ka� dym  
z powsta
ych odcinków. 

 

�
�

 ����
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Jakiej d
ugo� ci s�  boki rysowanego „trójk� ta” w ka� dym etapie konstrukcji? 

�

 ��������	����������	����������	����������	��
 



W 19945 roku w
oski matematyk Ernesto Cesaro zachwycony wewn� trzn�  niesko� czono�ci�  
krzywej Kocha napisa
 o niej:  Gdyby by
a obdarzona � yciem, mo� na by si�  jej pozby�  tylko 
niszcz� c j�  w ca
o� ci. W przeciwnym razie od� ywa
aby znowu i znowu, z g
� bi swych trójk� tów, tak 
jak czyni to � ycie we Wszech�wiecie.     
           
Matematyka 2001, Gimnazjum. Klasa 3 WSIP, Warszawa 2007 
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#$�����%��&���   trójwymiarowy odpowiednik zbioru Cantora  
i Dywanu Sierpi� kiego 

 

 

 

origami.art.pl 

  

'����(�#$�����%��&���   Jest to dope
nienie kostki 
Mengera, wsz� dzie gdzie w kostce jest dziura, to w anty-
kostce jest sze� cian.                    origami.friko.pl 

���������
����������
�������������� ���������������)����&$�                                                                                                         
 
              Piramida Sierpi� skiego jest trójk� tem Sierpi� skiego  
            w 3 wymiarach.  

�
��������������
�
�
*+�,��%�����+�$���

 
Zbiór Mandelbrota (� uk Mandelbrota) - podzbiór p
aszczyzny 
zespolonej, którego brzeg jest jednym ze s
awniejszych fraktali. 

�
�
*+�,��-.���   

 
 
 
Zbiór Julii – fraktal, b� d� cy tak� e podzbiorem p
aszczyzny zespolonej.  
Zbiory Julii s�  � ci� le zwi� zane ze zbiorem Mandelbrota. 
 

�
�

          alef-0.host247.pl/julia/�
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Niech a0� 0 i a1, a2, ..., an>0 b� d�  liczbami ca
kowitymi. U
amek postaci: 
 

�

+
+

+

2
1

0 1
1

a
a

a    nazywamy u
amkiem 
a� cuchowym. Takim jest na przyk
ad u
amek: 

 

4
1

2

1
3

1
2

+
+

+  .   Obliczmy jego warto�� :      
19
5

2

5
19
1

2

5
4

3

1
2

4
5
1

3

1
2 =+=

+
+=

+
+  

www.wsipnet.pl 
 
 

 

 
���7�/(��&�$=�>���7%.�=.�%�/����8(�$=�>���=�08$89� %�1�� �
 
Przepis jest prosty: wy
� cz ca
o� ci, to, co Ci zosta
o, odwró�  do góry nogami, znów wy
� cz ca
o�ci,  
odwró�  do góry nogami i dalej powtarzaj to (by�  mo� e bez ko� ca). Spróbujmy: 
 

2
1

1

1
1

1
2

1
2

2
3
1

1

1
2

1
2

3
2

1

1
2

1
2

3
5
1

2

1
2

5
3

2

1
2

5
13
1

2
13
5

2
13
5

2

+
+

+
+=

+
+

+=

=

+
+

+=
+

+=

=
+

+=+=+=

�
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Narysuj prostok� t o wymiarach np. 27 x 11. W tym prostok� cie zamaluj dwa kwadraty 11 x 11.  
W pozosta
ym prostok� cie 5 x 11 zamaluj 2 kwadraty 5 x 5. W pozosta
ym prostok� cie 1 x 5 mie�ci 
si�  dok
adnie 5 kwadratów 1 x 1. 
 

 
 

Teraz sprawd	 , � e   

5
1

2

1
2

11
27

+
+=     Sprawdzenie:    

11
27

11
5

2

5
11
1

2

5
1

2

1
2 =+=+=

+
+  

 
 
Spróbujmy z innym przyk
adem. We	 my prostok� t o wymiarach 29 x 38. Zamalujmy najpierw 
jeden kwadrat 29 x 29. Zostaje nam prostok� t 9 X 29, wi� c zamalujmy 3 kwadraty 9 x 9. Zostaje 
prostok� t 2 x 9, wi� c mo� emy zamalowa�  4 kwadraty 2 x 2 i zosta
 prostok� t 1 x 2, w którym 
mieszcz�  si�  dok
adnie 2 kwadraty 1 x 1.  
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Sprawd	  teraz, � e 
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Sprawdzenie: 
29
38
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9

1

9
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1

1

9
2

3

1
1

2
9
1
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1
1

2
1

4

1
3

1
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+
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+
+
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Wypróbujcie t�  metod�  np. dla u
amków 
15
41

,
14
47

. Rysujcie prostok� ty na papierze w kratk� . 

Jakiemu prostok� towi odpowiada u
amek: 

3
1

2

1
1

+
+ ? 
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2
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1
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1
2

1
1

74
37

2

1
2

1
2

1
1

185
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2

1
2

1
1

444
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2

1
1

1073
444

1
1073
1517

+
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+
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+
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+
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+
+

+=
+
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Spróbujmy przekszta
ci�  ten u
amek z prawej na lewo: 
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Jak wida� , wykonuj� c t�  operacj�  tam i z powrotem, skrócili�my u
amek. To przez co si�  skróci
 si�  
u
amek przy rozwijaniu w u
amek 
a� cuchowy (czyli 37) jest  najwi� kszym wspólnym dzielnikiem 
liczb 1517 i 1073. Tak b� dzie si�  dzia
o zawsze – pierwszy dostrzeg
 to Teajtetos z Aten w czasach 
Peryklesa, czyli 2400 lat temu.  
 

Marek Kordos, Lepsze u
amki 
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Korzystaj� c z metody Teajtetosa z Aten skró�  u
amek 
146
771

. 

 
 
 
 

 ��������	����������	����������	����������	��
 



 
Szczególnie ciekawe s�  rozwini� cia pierwiastków. W poni� szym rozwini� ciu wykorzystujemy fakt, 
� e ( )( ) 11212 =-+  co oznacza, �  liczba 12 +  jest odwrotno� ci�  liczby 12 - . 
 

( ) ( )

( )122

1
2

1
1

12

1
2

1
1

12

1
1

2

1
1

122

1
1

12

1
1

12

1
1

11212

-+
+

+=

+
+

+=

=

-

+
+=

-+
+=

+
+=

-

+=-+=

 

 
 

I tak w niesko� czono�� .        Mo� emy wi� c zapisa� , � e:                

�

+
+

+
+=

2
1

2

1
2

1
12  

Rozwini� cie 3  jest troch�  bardziej skomplikowane.:                  

�

+
+

+
+

+=

2
1

1

1
2

1
1

1
13  
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Trójk� t Pascala to trójk� tna tablica, w której w pierwszy wiersz jest wpisana liczba 1.Ka� dy 
nast� pny wiersz powstaje w ten sposób, � e pod dwoma s� siednimi wyrazami poprzedniego wiersza 
wpisuje si�  sum�  tych wyrazów. Na pocz� tku i na ko� cu nowego wiersza dopisuje si�  jedynki.  
I tak w niesko� czono�� . 
 
 
 
 

 ����
������
������
������
��
 



Zamaluj wszystkie pola z liczbami nieparzystymi, a pozosta
e (z liczbami parzystymi) pozostaw 
puste. Wynik tego post� powania zaskoczy Ci�  i zadziwi symetri� .  
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Je� eli wykona
e�  poprawnie powy� sze zadanie to zabarwione pola utworzy
y trójk� t Sierpi� skiego. 
 
 

 ��������	����������	����������	����������	��
 



Oto trójk� ty Pascala z zamalowanymi polami liczb 
 

         podzielnych przez 3 
 

           podzielnych prze 217     
                       

       podzielnych przez 16. 
 

Gdy intuicja zawodzi, czyli szkolne zmagania z niesko� czono�ci� , GWO 
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Wyra� enie typu ....215215215215 ++++  mo� na nazwa�  pierwiastkowym fraktalem, 

powtarzaj� c�  si�  cz� stk�  jest w naszym przypadku 215+   
 
Je� eli ca
y nasz fraktal oznaczymy jako niewiadom�  x i ponownie dodamy powtarzaj� cy si�  
element, powinni� my dalej otrzyma�  x (je� li od niesko� czono� ci odejmiemy lub dodamy 1 dalej 
mamy niesko� czono�� ). W dalszej cz�� ci równania, stosuj� c proste przekszta
cenia i wzory 
skróconego mno� enia, dochodzimy do ostatniego rozwi� zania:  x=5. Jednak w rzeczywisto�ci nasz 
fraktal jedynie d�� y do liczby 5 tzn. po ka� dym kolejnym przekszta
ceniu zbli� a si�  do niej coraz 
bardziej, ale nigdy jej nie osi� gnie.  
 

( )
5

161

11512

152

215

215

2

2

2

2

=

=-

+=+-

=-

+=

+=

x

x

xx

xx

xx

xx
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Mo� emy te�  stworzy�  w
asny pierwiastkowy fraktal liczbowy. Chcemy, � eby nasz fraktal d�� y
 do 
pewnej liczby, powiedzmy, do liczby 16. Musimy wi� c utworzy�  równanie kwadratowe np. takie, 
jak przedstawione poni� ej: 
 

xx

xx

xx

x

x

2224

2224

2242

)116()1(

16

2

2

22

+=

+=

=-

-=-

=

 I oto nasz fraktal: 
 

...22242224222422242224 +++++  

 
 



 16

2�5�����*
"�����-"��
+
���
�
 

  
������#���$�%�&���7�%����(��1������(���  
 
Konstrukcja, która prowadzi do rodziny drzew pitagorejskich i zwi� zanych z nimi poj�� , ma � cis
y 
zwi� zek z konstrukcj�  spirali pierwiastków kwadratowych czyli tak zwanego � limaka Pitagorasa.  
 
Konstrukcja ta sk
ada si�  z nast� puj� cych kroków 
 
Krok 1 : Narysuj kwadrat. 
 
Krok 2 : Do
� cz trójk� t prostok� tny do jednego z boków tak, by bok kwadratu by
 jednocze� nie 
przeciwprostok� tn�  tego trójk� ta (w tym przyk
adzie trójk� t jest równoramienny). 
 
Krok 3 : Do
� cz 2 kwadraty do wolnych boków trójk� ta.  
 
Krok 4 : Do
� cz 2 trójk� ty prostok� tne. 
 
Krok 5 : Do
� cz 4 kwadraty. 
 
Krok 6 : Do
� cz 4 trójk� ty prostok� tne. 
 
Krok 7 : Do
� cz 8 kwadratów.  
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Trójk� ty prostok� tne mog�  by�  do
� czone w danej orientacji lub mo� emy je odwróci�  po ka� dym 
kroku. 
 
 

 
 
 

Poni� sze rysuneki przedstawiaj�  figury powsta
e w wyniku takich konstrukcji, po wykonaniu oko
o 
50 kroków. Zadziwiaj� ce jest, � e zmienili�my jedynie orieintacj�  trójk� tów, a nie ich rozmiar. 
Otrzymali� my dwie bardzo ró� ne figury. W pierwszym przypadku widzimy rodzaj spiralnego li�cia, 
podczas gdy drugi przypomina li��  paproci lub choink� . 

 

                 

             
 

„Granice chaosu  FRAKTALE” H.-O. Peitgen, H. Jurgens, D. Saute 
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Rozwa� amy figury „samo-podobne” to znaczy takie, które mo� na przedstawi�  jako sum�  
mniejszych (jednakowych) kawa
ków, podobnych do siebie w skali s. Przypu�� my, � e kawa
ków 
jest n. 
 

Figura Ilustracja Skala s Liczba 
kawa
ków n 

Liczba d, taka 
� e n = sd d = logsn 

Kwadrat 

  

2 4 
4 = 2d 
d = 2 

 

d = log24 
 

Sze�cian 

  

2 8 
 8 = 23 
d =3 

 

d = log28 
 

Zbiór Cantora 
  

3 2 
 2 = 3d 

d 
  0,6309 
 

d = log32 

Krzywa 
Kocha 

  

3 4 
 4 = 3d 

d 
 1,618 
 

d = log34 

 
 
 

    	����������%.>(����������#.��  
 
Liczb�   nd slog= , gdzie s – odpowiednia skala podobie� stwa, a n liczba kawa
ków na jakie 
dzielimy figur� , nazywamy wymiarem fraktalnym figury .  
 
 

 ����
������
������
������
��
 



 
Okre� l wymiar fraktalny Dywanu Sierpi� skiego. 
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Od lewej stoj� : Maciej Bonk, Bart
omiej Majewski, Adam Miku
a, 
Grzegorz Kotysz, Alicja D
ugosz. 

Od prawej siedz� : Wiktoria Nowak, Agnieszka Paul, � aklina Osmenda, 
Katarzyna Wrona. 

 
 
 

Opiekun: pani Joanna Olesi� ska 


