


1" TH#S
& " )

+' ’ ' #_#$

B e e

%



Fraktal (ac. fractus — z amany, cztkowy) w znaczeniu
potocznym oznacza zwykle obiekt samo-podobny (tzn. taki,
ktérego cz ci s podobne do ca @i) albo "nieskoczenie
subtelny” (ukazujcy subtelne detale nawet w wielokrotnym
powi kszeniu). Ze wzgldu na olbrzymi ré norodno
przyk adow matematycy obecnie unikagpodawania cis €]
definicji. http://pl.wikipedia.org/wiki/Fraktal

Nie wiadome odkrycie fraktali wi e si z badaniem d ugai brzegu wyspy Wielkiej Brytanii.
Pierwsza préba obliczenia d ugdb daa wynik mniejszy, od ponownej proby, w ktérej
zastosowano dok adniejszmap. Trzecia préba, podczas ktorej posmo sSi ju
kilkucz ciow map, daa jeszcze wkszy wynik. Okazao sj e brzeg wyspy jest
niesko czenie bogaty w szczegdy, a jego d uggest nieskoczona. Mimo tego ogranicza
sko czony obszar du http://www.tkk.net.pl

www.matprojekt.lorogozno.pl

Jle wynosi d ugo brzegu Wielkiej Brytanii? To zae— od tego, jak dok adnie §i mierzy.”
lan Stewart
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Zbiér Cantora powstaje poprzez podzielenie odcinka na 3 réwnecczwyrzucenie rodkowego
odcinka. Krok powtarzamy z wszystkimi nowo powsta ymi odcinkaiior ten jest nieskazony.

W drugiej po owie XIX wieku Georg Cantor bada zbiory i utworzy siadry dzia u topologii
zwanegotopologi mnogociow . Opisa przy ty specyficzny zbidr, znany obecnie wszystkim
matematykom jako zbiér Cantora. By to najweeej znany obiekt frakalny.

Krzysztof Ciesielski, Zdzis aw Pogoddgezmiar matematycznej wyobng Wiedza Powszechna, Warszawa 1995
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Krok pierwszy
Najpierw rysujemy kwadrat, ktory dzielimy na dziewréwnych cz ci i usuwamy rodkowy
kwadrat.

Krok drugi
Ka dy z pozosta ych oniu mniejszych kwadratow dzielimy znowu na dziewiéwnych cz ci
i usuwamy rodkowe kwadraciki.

Kolejne kroki
W kolejnych krokach pospujemy podobnie jak poprzednio. Rysunek peppokazuje dywan
po 5 krokach konstrukciji.

lle b dzie mia bia ych kwadratéw pokrokach konstrukcji?
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Krok pierwszy
Najpierw rysujemy trojkt rownoboczny o d ugai boku np. 1. rodki bokéw trojkta czymy

odcinkami. Otrzymalimy cztery tréjkty réwnoboczne, kaly o d ugoci boku% . Usuwamy

rodkowy trojk t.

Krok drugi
Ka dy z pozosta ych trzech mniejszych trdfw dzielimy znowu na cztery rowne trégl. Ich

wierzcho kami s rodki bokow tréjk tdw otrzymanych w pierwszym kroku. Usuwanmgdkowe
trojk ty.

Kolejne kroki
Rysunek poniej pokazuje trojkt po 5 krokach konstrukcji.

lle b dzie mia bia ych tréjktow n krokach konstrukcji?
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Zaczynamy od linii prostej. Dzielimy jna 3 cz ci i usuwamy rodkow . W jej miejsce wstawiamy
tréjk t rownoboczny o boku takim jak usutd cz . Tak samo pospujemy z kadym
z powsta ych odcinkow.

Jakiej d ugoci s boki rysowanego ,trojka” w ka dym etapie konstrukcji?

W 19945 roku w oski matematyk Ernesto Cesaro zachwycony weamn niesko czonoci
krzywej Kocha napisa o niej:Gdyby by a obdarzonayciem, mona by si jej pozby tylko
niszczc j w caoci. W przeciwnym razie ogwa aby znowu i znowu, z i swych trojktow, tak
jak czyni to ycie we Wszechiecie.

Matematyka 2001, Gimnazjum. Klasa 3 WSIP, Warsz200v



# % & tréjwymiarowy odpowiednik zbioru Cantora
i Dywanu Sierpikiego

origami.art.pl
C(HS % & Jest to dope nienie kostki
Mengera, wszlzie gdzie w kostce jest dziura, to w anty-
kostce jest szeian. origami.friko.pl
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Piramida Sierpkiego jest tr6jktem Sierpiskiego
w 3 wymiarach.
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Zbiér Mandelbrota (uk Mandelbrota) - podzbiér p aszczyzny
zespolonej, ktérego brzeg jest jednym ze s awniejszych fraktal

*+ -,

Zbiér Julii — fraktal, bd cy tak e podzbiorem p aszczyzny zespolonej.
Zbiory Juliis ci le zwi zane ze zbiorem Mandelbrota.

alef-0.host247.pl/julia/
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Niecha Oia, &, ..., >0 b d liczbami ca kowitymi. U amek postaci:

a, +;1 nazywamyu amkiem a cuchowym.Takim jest na przyk ad u amek:

2+; . Obliczmy jego warto: 2+ 1 =2+i=2+i=2E
1 4 19 19
3+ 3+= 3+— =
4

www.wsipnet.pl
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Przepis jest prosty: wycz ca oci, to, co Ci zosta o, odwrdo goéry nogami, zndéw wycz ca oci,
odwré do goéry nogami i dalej powtarzaj to (bgno e bez koca). Sprobujmy:

1
N
+
1
N
+
1
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Narysuj prostokt o wymiarach np. 27 x 11. W tym prostale zamaluj dwa kwadraty 11 x 11.
W pozosta ym prostokie 5 x 11 zamaluj 2 kwadraty 5 x 5. W pozosta ywsfok cie 1 X 5 mieci
si dok adnie 5 kwadratéw 1 x 1.

Teraz sprawd e £:2+ Sprawdzenie: 2+ 1 :2+i:2+£:2—7
1 2+= 2+= E‘ 11 é
5 5 5

Sprébujmy z innym przyk adem. Wy prostokt o wymiarach 29 x 38. Zamalujmy najpierw
jeden kwadrat 29 x 29. Zostaje nam prosté&kX 29, wi ¢ zamalujmy 3 kwadraty 9 x 9. Zostaje
prostokt 2 x 9, wi ¢ mo emy zamalowa4 kwadraty 2 x 2 i zosta prostdklL x 2, w ktérym
mieszcz si dok adnie 2 kwadraty 1 x 1.
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Sprawd teraz, e @ =1+
29

3+ 1
4+t
2
Sprawdzenie1+;1:1+ 11 =1+ 12:1+%: +ﬂ:ﬁ3
3+ 3+ 3+c =2 29 29
2

Wyprébujcie t metod np. dla u amkém%,f—;. Rysujcie prostoky na papierze w kratk

Jakiemu prostokowi odpowiada u amekt+ 1 ?
2+=
3
iﬂ:l+ﬂ:1+ ]i-85:1+ 11 =1+ 11 =1+ 11
1073 1073 2+— 2+ 74 2+71 2+71
444 oy 14 o4 o4
185 5437 1
74
Sprébujmy przekszta citen u amek z prawej na lewo:
1+;:1+ 1 =1+ 1 =1+ 1 =1+ 1 :1+i:1+2:ﬂ'
1 1 1 1 5 29 29 29
2+71 2+ 1 2+ 5 2 1 +— — =
24 o4t 04 % 12 12 12
2+} B 5 5
2 2

Jak wida, wykonuj c t operacj tam i z powrotem, skrécilmy u amek. To przez co sskroci si
u amek przy rozwijaniu w u amek auchowy (czyli 37) jest najwkszym wspolnym dzielnikiem
liczb 1517 i 1073. Tak lizie si dzia o zawsze — pierwszy dostrzeg to Teajtetdten w czasach

Peryklesa, czyli 2400 lat temu.

Marek Kordos, Lepsze u amki
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Korzystaj c z metody Teajtetosa z Aten sknd amek%L :

Szczegodlnie ciekawe sozwini cia pierwiastkdw. W ponszym rozwini ciu wykorzystujemy fakt,
e (\/E +1X\/§ - 1) =1 co oznacza, liczba~/2 +1 jest odwrotnoci liczby /2 - 1.

1 1 1 1
J2=1+({2-1)=1+ =1+ —1+ Y PO S
( ) 1 V2 +1 2+(W2-1 N 1

=1+ 1 =1+ 1
1 1
2+ 2+
2+1 2+W2-1
. . . 1
| tak w nieskoczono . Mo emy wi c zapisa, e: J2 :1+—1
2+
2+ 1
2+
Rozwini cie /3 jest troch bardziej skomplikowane.: J3=1+ 11
1+ 1
2+
1+—1
2+

12
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Trojk t Pascala to trojkna tablica, w ktérej w pierwszy wiersz jest wpigaliczba 1.Kady
nast pny wiersz powstaje w ten sposéb, pod dwoma siednimi wyrazami poprzedniego wiersza
wpisuje si sum tych wyrazéw. Na poczku i na kocu nowego wiersza dopisuje gedynki.

| tak w nieskoczono .

Zamaluj wszystkie pola z liczbami nieparzystympceosta e (z liczbami parzystymi) pozostaw
puste. Wynik tego pogbowania zaskoczy Ci zadziwi symetri.

13
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Je eli wykona e poprawnie powysze zadanie to zabarwione pola utworzy y triofkierpi skiego.

Oto trgjk ty Pascala z zamalowanymi polami liczb

podzielnych przez 3

podzielnych prze 217

podzielnych przez 16.

Gdy intuicja zawodzi, czyli szkolne zmagania z keegzonoci , GWO

14
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Wyra enie typu\/15+ 2\/15+ 2\/15+ 2y15+2.... mo na nazwa pierwiastkowym fraktalem,
powtarzajc si cz stk jestw naszym przypadk(L5+ 2

Jeeli cay nasz fraktal oznaczymy jako niewiadom i ponownie dodamy powtarza@y si
element, powinnmy dalej otrzyma x (je li od nieskoczonoci odejmiemy lub dodamy 1 dalej
mamy nieskoczono ). W dalszej cz ci réwnania, stosug proste przekszta cenia i wzory
skroconego mnenia, dochodzimy do ostatniego rozsania: x=5. Jednak w rzeczywistdonasz
fraktal jedynie d y do liczby 5 tzn. po kalym kolejnym przekszta ceniu zhbdi si do niej coraz

bardziej, ale nigdy jej nie ogjnie.
x =15+ 2x

x> =15+ 2x

x* - 2x=15

x*- 2x+1=15+1

(x-1)* =16

x=5

% 7.& %) %= #. /( %( %.

Mo emy te stworzy w asny pierwiastkowy fraktal liczbowy. Chcemygby nasz fraktal dy do
pewnej liczby, powiedzmy, do liczby 16. Musimy wiutworzy réwnanie kwadratowe np. takie,

jak przedstawione porej:
x=16

(x-1)* = 16- 1)

x* - 2x =224

X* =224+ 2x

X =224+ 2x

| oto nasz fraktal:

\/224+ 2\/224+ 2\/224+ 2\/224+ 2N224+2...

15
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Konstrukcja, ktéra prowadzi do rodziny drzew pitegjskich i zwi zanych z nimi poj , ma cisy
zwi zek z konstrukcj spirali pierwiastkdw kwadratowych czyli tak zwapnedimaka Pitagorasa.

Konstrukcja ta sk ada sk nastpuj cych krokéw
Krok 1: Narysuj kwadrat.

Krok 2: Do cz trojk t prostoktny do jednego z bokow tak, by bok kwadratu bynjgtze nie
przeciwprostoktn tego tréjkta (w tym przyk adzie tréjit jest rbwnoramienny).

Krok 3: Do cz 2 kwadraty do wolnych bokéw tréjia.
Krok 4: Do cz 2 trojk ty prostok tne.

Krok 5: Do cz 4 kwadraty.

Krok 6: Do cz 4 trojk ty prostok tne.

Krok 7: Do cz 8 kwadratow.

16



Trojk ty prostoktne mog by do czone w danej orientacji lub memy je odwrdci po ka dym
kroku.

Poni sze rysuneki przedstawigfigury powsta e w wyniku takich konstrukcji, po kgnaniu oko o
50 krokow. Zadziwiajce jest, e zmienilimy jedynie orieintacj tréjk tobw, a nie ich rozmiar.
Otrzymali my dwie bardzo réne figury. W pierwszym przypadku widzimy rodzajrsfmego licia,
podczas gdy drugi przypomina lipaproci lub choink

.Granice chaosu FRAKTALE” H.-O. Peitgen, H. JurgeDB. Saute
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Rozwaamy figury ,samo-podobne” to znaczy takie, ktére ma przedstawi jako sum
mniejszych (jednakowych) kawa kéw, podobnych ddisiev skalis. Przypu my, e kawa kow
jestn.

. . Liczba Liczbad, taka _
Figura llustracja Skala s kawa Kow n en=d d=logn
4=7 _
Kwadrat 2 4 d=2 d=log4
g=2 _
Szecian 2 8 d=3 d=log8
— — 2=4
Zbiér Cantora 3 2 d 0,6309 d = logs2
. - -
Krzywa 4=3
Kocha 3 4 d 1,618 d=log4
%.>( #.

Liczb d =log, n, gdzie s — odpowiednia skala podotsieva, a n liczba kawa kow na jakie
dzielimy figur , nazywamywymiarem fraktalnym figury .

Okre | wymiar fraktalny Dywanu Sierpskiego.
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Od lewej stoj: Maciej Bonk, Bart omiej Majewski, Adam Miku a,
Grzegorz Kotysz, Alicja D ugosz.
Od prawej siedz Wiktoria Nowak, Agnieszka Paulaklina Osmenda,
Katarzyna Wrona.

Opiekun: pani Joanna Olesi ska
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